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Natural Functors on Set
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Bottom Line

F ∶ Set→ Set

For all A
f→ B, we have F A

F f→ F B such that:
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F (g ○ f) = F g ○ F f

Functoriality
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Examples of Natural Functors
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F A
F fÐ→ F B F A
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F A = N ×A
Ff (n, a) = (n, f a)
Fatoms (n, a) = {a}

F A = N +A
Ff (Left n) = Left n Ff (Right a) = Right (f a)
Fatoms (Left n) = ∅ Fatoms (Right a) = {a}

F A = List A
Ff (a1 ⋅ a2 ⋅ . . . ⋅ an) = f a1 ⋅ f a2 . . . ⋅ f an
Fatoms (a1 ⋅ a2 ⋅ . . . ⋅ an) = {a1, a2, . . . , an}

F A = Stream A
Ff ((ai)i∈N) = (f ai)i∈N
Fatoms ((ai)i∈N) = {ai ∣ i ∈ N}
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Copies of the shapes of F: ∎ ▼ ▲

− −

♣

− − −
Put them together by plugging in shape for content slot
until there are no lingering slots left!

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

Define IF = the set of all such finitary couplings



Properties of IF: Bijectivity

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

IF

dtor

OO

ctor and dtor are mutually inverse bijections



Properties of IF: Bijectivity

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

IF

dtor

OO

ctor and dtor are mutually inverse bijections



Properties of IF: Bijectivity

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

ctor

��
IF

dtor

OO

ctor and dtor are mutually inverse bijections



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

F A

s

��
IF A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

F A

s

��
IF

f // A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

F A

s

��
IF

f // A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF F A

s

��
IF

f //

dtor

OO

A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF F A

s

��
IF

f //

dtor

OO

A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF F f
// F A

s

��
IF

f //

dtor

OO

A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF F f
// F A

s

��
IF

f //

dtor

OO

A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF F f
// F A

s

��
IF

f //

dtor

OO

A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF F f
// F A

s

��
IF

f //

dtor

OO

A

♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

F A

s

��
IF f

// A

f ♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

IF is the initial F-algebra
f = iters



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

F A

s

��
IF f

// A
f ♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

IF is the initial F-algebra
f = iters



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

F A

s

��
IF f

// A
s ♣

f ▲ f ∎ f ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

IF is the initial F-algebra
f = iters



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

F A

s

��
IF f

// A
s ♣

s▲ s ∎ s ♣

s ∎ s▼ s ∎ s▼ s ∎

IF is the initial F-algebra
f = iters



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
F f // F A

s

��
IF f

//

dtor

OO

A
s ♣

s▲ s ∎ s ♣

s ∎ s▼ s ∎ s▼ s ∎

IF is the initial F-algebra
f = iters



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

ctor

��

F f // F A

s

��
IF f

// A
s ♣

s▲ s ∎ s ♣

s ∎ s▼ s ∎ s▼ s ∎

IF is the initial F-algebra
f = iters



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

ctor

��

F f // F A

s

��
IF f

// A
s ♣

s▲ s ∎ s ♣

s ∎ s▼ s ∎ s▼ s ∎

IF is the initial F-algebra

f = iters



Properties of IF: Iteration

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

ctor

��

F f // F A

s

��
IF f

// A
s ♣

s▲ s ∎ s ♣

s ∎ s▼ s ∎ s▼ s ∎

IF is the initial F-algebra
f = iters



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF P IF

IF

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If

∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i

Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF P IF

IF

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF

Want: If

∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i

Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF P IF

IF

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If

∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i

Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF

P IF

IF

dtor

OO

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If

∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i

Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If

∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i

Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF.

(∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′)

⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

♣

ϕ▲ ϕ ∎ ϕ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF. (∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′) ⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

♣

ϕ▲ ϕ ∎ ϕ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF. (∀i′ ∈ Fatoms (dtor i). ϕ i′) ⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

components

<<

♣

ϕ▲ ϕ ∎ ϕ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF. (∀i′ ∈ components i. ϕ i′) ⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Destructor-Style Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms // P IF

IF

dtor

OO

components

<<

♣

ϕ▲ ϕ ∎ ϕ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF. (∀i′ ∈ components i. ϕ i′) ⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Constructor-Style Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms //

ctor

��

P IF

IF

♣

ϕ▲ ϕ ∎ ϕ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀i ∈ IF. (∀i′ ∈ components i. ϕ i′) ⇒ ϕ i
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Properties of IF: Constructor-Style Induction

♣

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ▲

▲ ∎ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

F IF
Fatoms //

ctor

��

P IF

IF

♣

ϕ▲ ϕ ∎ ϕ ♣

∎ ▼ ∎ ▼ ∎

ϕ unary predicate on IF
Want: If ∀x ∈ F IF. (∀i ∈ Fatoms x. ϕ i) ⇒ ϕ (ctor x)
Want: then ∀i ∈ IF. ϕ i



Bottom line for IF
Given a natural functor F, (IF, ctor ∶ F IF → IF) satisfies:

ctor bijection

Iteration (Initial Algebra Property): For all (A, s ∶ F A→ A),
there exists a unique function iters such that

F IF

ctor

��

F iters // F A

s

��
IF iters

// A

Induction: Given any predicate ϕ on IF

∀x ∈ F IF. (∀i ∈ Fatoms x. ϕ i) ⇒ ϕ (ctor x)
∀i ∈ IF. ϕ i



Bottom line for IF
Given a natural functor F, (IF, ctor ∶ F IF → IF) satisfies:

ctor bijection

Iteration (Initial Algebra Property): For all (A, s ∶ F A→ A),
there exists a unique function iters such that

F IF

ctor

��

F iters // F A

s

��
IF iters

// A

Induction: Given any predicate ϕ on IF

∀x ∈ F IF. (∀i ∈ Fatoms x. ϕ i) ⇒ ϕ (ctor x)
∀i ∈ IF. ϕ i



Bottom line for IF
Given a natural functor F, (IF, ctor ∶ F IF → IF) satisfies:

ctor bijection

Iteration (Initial Algebra Property): For all (A, s ∶ F A→ A),
there exists a unique function iters such that

F IF

ctor

��

F iters // F A

s

��
IF iters

// A

Induction: Given any predicate ϕ on IF

∀x ∈ F IF. (∀i ∈ Fatoms x. ϕ i) ⇒ ϕ (ctor x)
∀i ∈ IF. ϕ i



Bottom line for IF
Given a natural functor F, (IF, ctor ∶ F IF → IF) satisfies:

ctor bijection

Iteration (Initial Algebra Property): For all (A, s ∶ F A→ A),
there exists a unique function iters such that

F IF

ctor

��

F iters // F A

s

��
IF iters

// A

Induction: Given any predicate ϕ on IF

∀x ∈ F IF. (∀i ∈ Fatoms x. ϕ i) ⇒ ϕ (ctor x)
∀i ∈ IF. ϕ i



Bottom line for IF
Given a natural functor F, (IF, ctor ∶ F IF → IF) satisfies:

ctor bijection IF = the datatype of F

Iteration (Initial Algebra Property): For all (A, s ∶ F A→ A),
there exists a unique function iters such that

F IF

ctor

��

F iters // F A

s

��
IF iters

// A

Induction: Given any predicate ϕ on IF

∀x ∈ F IF. (∀i ∈ Fatoms x. ϕ i) ⇒ ϕ (ctor x)
∀i ∈ IF. ϕ i



Example of Datatype
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Define JF = the set of all such (possibly) infinitary couplings
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Many thanks for your attention
See you in 30 minutes


